Ogoélna teoria miary
Lista 3

Zad 1. Wyznaczy¢ pierécien, o-pierScien, algebre oraz o-algebre podzbiorow X = N
generowang przez

Ry ={ACN:|Al=1}, Ry={ACN:|A|=2}, R3;={{2n:n e N} {3n:neN}}
Zad 2. Wykazaé, ze kazda skoriczona o-algebra jest generowana przez zbior swoich

atomow.

Zad 3. Podac przyktad -algebry, ktora nie jest genereowana przez zbior swoich atomow.

Zad 4. Czy istnieje o-algebra sktadajaca sie z n elementow, przy n = 1,2,3,4,57

Zad 5. Czy istnieje nieskoniczona o-algebra przeliczalna?

Zad 6. Udowodni¢, ze dowolny element pierscienia generowanego przez rodzine S mozna
pokry¢ skoniczong sumg elementow z S.

Zad 7. Pokaza¢, ze dla dowolnego elementu A o-pierscienia generowanego przez rodz-
ine S istnieje przeliczalna podrodzina T° C S taka, ze A jest elementem o-piericienia
generowanego przez T'.

Zad 8. Pokazaé, ze pierScien generowany przez rodzine przeliczalng jest przeliczalny.

Zad 9. Niech S bedzie dowolna rodzing podzbioréw X. Polézmy So = S U {0, X} i
indukcyjnie, dla kazdej liczby porzadkowej a > 0, zdefiniujmy

Sa = (U Sﬁ) s
[B<a

gdzie C* oznacza rodzine sktadajaca sie z przeliczalnych sum réznic dwu zbioréw z C.
Wykazac, 7e jesli w; jest pierwsza nieprzeliczalng liczba porzadkowa, to o-algebra o(.S)
generowana przez S wyraza sie wzorem

()= | S

a<wi

Zad 10. Pokazaé, ze jezeli moc rodziny S jest niewieksza niz continuum, to réwniez moc
o-algebry o(5) jest niewieksza niz continuum.

Zad 11. Udowodni¢, ze o-algebra zbiorow borelowskich przestrzeni topologicznej pokrywa
sie z o-algebra generowana przez zbiory domkniete.

Zad 12. Pokaza¢, ze na prostej euklidesowej R nastepujace zbiory sa borelowskie
(a7 b)7 [a7 b)? (a’7 b]? [a7 b]7 Q? R \ @'

Zad 13. Wykazac, ze istnieje nieskonczenie wiele podzbioréw przestrzeni euklidesowe;j
R™ niebedacych zbiorami borelowskimi.

Zad 14. Niech {f,}.en bedzie ciagiem ciagltych funkeji rzeczywistych na R. Wykazad,
ze nastepujace zbiory sg borelowskie oraz okresli¢ ich typ:

A={zeR: lim f,(x) = +o0}
B ={z € R: granica lim f,(z) istnieje}

C ={x eR: ciag {f.(x)}nen dazy do liczby wymiernej}



